théoréme. Soit (b,)n>0 une suite décoissante vers 0. On pose ¢n(t) =Y p_o brsin(kt). Alors ¢, converge
localement uniformément sur R\ 277 et on a

(nby, = 0) < (¢ converge uniformement sur R)

Démonstration. Soit S,,(t) =>.}_, sin(kt) On a
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On écrit une tranche du reste R, , pour voir qu’il est de Cauchy en faisant une transformée d’Abel :

4 n+p—1

Rn,p(t) = Z(Sk(t) - Skfl(t))bk = Sn+p(t)bn+p - Snfl(tﬂ)n + Z Sk(t)(bk - bk+1)

k=n

Soit K C R\ 27Z un compact. On note § la distance de K a 2nZ. Pour tout t € K |S,(t)b
donc on a la majoration
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B (0)] < 1o +Z|Sk )(bk = bi)|
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bptp + bn bn — bptp
~ |sin(6/2)]  |sin(6/2)]
. 2
= |sin(6/2)|

donc le reste est uniformément de Cauchy et converge unformément vers 0.. Ainsi ¢ (t) converge uni-
formément sur tout compact de R\ 2nZ. sur 2wZ la somme est nulle donc converge simplement vers 0, elle
converge donc pour tout réel.

— supposons que ¢, converge eunifomément sur R. Alors v,(t) = Ziinﬂ brsin(kt) converge uni-
formément vers 0. En particulier

T 2n .7k 2n bon, 1
k=n-+1 k=n-+1

Ansi 2nbay, converge vers 0, et comme by(ni1y < bani1 < bay, (nby) converge vers 0

— Supposons nb, — 0. Par 2mr— périodicité de ¢,,, et méme comme R, (2w —t) = R, (t) soit t €]0,7]. on

sotent n,p € N, On a
n+p

Ru(t) = busin(kt) + Rpyp(t)
k=n-+1



On magjore dans le premier terme |sin(kt)| < kt. Dans la premiére partie on a vuu que la majoration

de la tranche ne dépendait pas de p d’ou pour tout N € N |Ry (t)| < 22

2bn+p
quRl Ainsi |Rp4p| <

| — st = |sin(t/2)] "

De plus par concavité de sin(t/2) sur [0,7], on a sin(t/2) > £ et donc W < Z dou

n+p

2bn+
()] <t kzbk+ TP < tp sup kb +
Py nej2] <P

27Tbn+p

Soit € > 0 il existe N € N tel que Yn > N, nb,, < e pour un tel n on a

2 by,
IRn(t)] < tpe + 27 (n + p)bnip

<t s—i-ﬁ
- t(n + p) =P tp

3m + 1)e qui

. Pourp=[1/t]+1onal <pt <t+1<m+1.4insi¥n > N, Vt €]0,7], R,(t) < (
< (3w + 1)e ce qui est

est aussi vable en 0 ca alors R,(0) = 0. finalement ¥n > N, Vt € R, R, (¢
exactement la convergence uniforme.

théoréme. Soit & =, -, m ety la mesure de pobabilité sur Z donné par u(0) = p(l) = p(—1) =
0, p(n) = #(In\) Soit ¢ sa fonction caractéristique, alors ¢ € C' et E(|u|) = oo

Démonstration. on a ¢(t) = CY -, ;Z?}L’Z? (calcule facile) série convergente bien définie par critére

de Riemann. ¢,(t) = —C Y ;_, S);Z:L(lzt) @l verifieles hypothése du théoréme précdent donc converge uni-
formément vers une fonction contmue et donc ¢ € C'. Par comparaison série intégrale

k+1 o In(n)
(Jx @ % < T (k)) on ay iz, kln(k) 2 Cln(755) —




